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Sažetak: U radu je prikazana primjena mješovite bezmrežne lokalne Petrov-Galerkinove 
kolokacijske metode za rješavanje jednodimenzijskih i dvodimenzijskih problema deformiranja 
homogenih materijala primjenom Aifantisove gradijentne teorije. Pritom je korištena 
stupnjevana strategija rješavanja cjelovitog problema gradijentne elastičnosti opisanog 
diferencijalnom jednadžbom četvrtog reda. Opisani stupnjevani način rješavanja problema 
testiran je na dva numerička primjera te su rezultati popraćeni prikladnim komentarima. 
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1 UVOD 
  (8pt)  
U ovom radu prikazana je bezmrežna mješovita lokalna Petrov-Galerkinova metoda [1] 
za modeliranje deformiranja materijala primjenom gradijentne elastične teorije [2]. 
Rješavanje problema teorijama višeg reda primjenom metode konačnih elemenata 
(MKE) nameće korištenje neučinkovitih C1 formulacija elemenata sa složenim 
funkcijama oblika koje zahtijevaju veliki broj čvornih stupnjeva slobode, čak i kod 
mješovitih formulacija elemenata [3]. Kao alternativa koriste se bezmrežne metode [1] 
kod kojih se funkcije oblika visokog kontinuiteta mogu konstruirati na jednostavan 
način bez povećanja broja stupnjeva slobode. 
Analiza deformiranja materijala gradijentnim teorijama matematički je problem 
opisan diferencijalnom jednadžbom četvrtog reda. Stoga se prilikom rješavanja 
problema javlja potreba za izračunavanjem derivacija funkcija oblika visokog stupnja 
kao i zadovoljavanje složenih rubnih uvjeta na vanjskim granicama problema [2]. U 
ovom radu navedeni nedostaci ublaženi su preoblikovanjem cjelovitog problema u dva 
sastavna problema opisana diferencijalnim jednadžbama drugog reda [2]. 
Diskretizacija i aproksimacija nepoznatih veličina provodi se za svaki problem 
zasebno. Primjenjuje se mješoviti pristup [1], gdje su komponente nepoznatih polja 
aproksimirane pomoću istih funkcija. U oba slučaja sustav jednadžbi je zatvoren 
postavljanjem odgovarajućih kinematičkih relacija koje povezuju aproksimirane 
veličine polja. U izvedenim konačnim sustavima jednadžbi kao nepoznanice javljaju se 
samo čvorni pomaci. Primijenjene su funkcije koje posjeduju interpolacijska svojstva u 
čvorovima tako da su rubni uvjeti klasičnog i gradijentnog pomaka na vanjskim 
granicama zadovoljeni izravno kao kod MKE. 
U drugom poglavlju prikazana je i objašnjena mješovita kolokacijska metoda za 
modeliranje deformiranja homogenih materijala primjenom stupnjevane strategije 
rješavanja problema gradijentne elastičnosti. Učinkovitost izvedenog pristupa 
prikazana je pomoću dva numerička primjera u 3. poglavlju. 
 
2 MJEŠOVITA BEZMREŽNA METODA ZA MODELIRANJE 
MATERIJALA PRIMJENOM GRADIJENTNE TEORIJE 
  (8pt)  
Na slici 1 shematski je prikazan dvodimenzijski homogeni materijal koji zauzima 
područje   omeđeno globalnom granicom  . Ovisno o problemu koji se rješava, 
globalne granice poprimaju oznake c  i g  gdje se gornji indeksi odnose na klasični 




Sl. 1. Dvodimenzijski homogeni materijal  
 
Jednadžbe za sustav prema slici 1 su jaki oblici 2D jednadžbi ravnoteže koje moraju 
biti zadovoljene u svim čvorovima unutar područja materijala, 
   
,
0, unutar .j iij X b     (1)  
Sukladno Aifantisovoj teoriji [2], cjelovito naprezanje ij  definirano je kao razlika 
klasičnog Cauchyevog naprezanja ij  i naprezanja višeg reda ij , 
   ,ij ij ij     (2)  
gdje su spomenuta naprezanja jednaka 
   ,ij ijkl klD   (3)  
    2 2 .ij ijkl klD l    (4)  
U jednadžbama (3) i (4), ijklD  označava materijalni tenzor, kl  tenzor deformacije 
cjelovitog problema, a l  mikrostrukturalni parametar. Kinematičke relacije cjelovitog 
problema koje povezuju polje deformacija i pomaka mogu se zapisati kao 
    , , / 2.kl k l l ku u    (5)  
Uvrštavanjem relacija (2) - (5) u jednadžbe ravnoteže (1), dobiva se diferencijalna 
jednadžba četvrtog reda kojom je opisano gradijentno elastično ponašanje materijala 
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Gornja jednadžba nije prikladna za numeričko rješavanje problema zbog potrebe za 
izračunavanjem visokih stupnjeva derivacija, ne samo u jednadžbi već i u pripadnim 
rubnim uvjetima [2]. Stoga se jednadžba (6) za probleme gradijentne elastičnosti može 
preoblikovati u dva sastavna problema na način da se izrazi u okruglim zagradama 
proglase novim klasičnim poljem pomaka cku ,  
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Ova zamjena je moguća s obzirom da rezultira diferencijalnom jednadžbom drugog 
reda koja opisuje klasično ponašanje linearno elastičnog homogenog materijala. Druga 
sastavna supstitucijska jednadžba problema također je drugog reda i glasi 
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Problemi rubnih vrijednosti definirani jednadžbama (7) i (8) rješavaju se sada 
stupnjevanom strategijom, odnosno jedan za drugim, gdje se rješenje prvog problema 
koristi kao ulazni parametar za drugu diferencijalnu jednadžbu. Kao rezultat oba 
problema dobivaju se dva odvojena polja pomaka, klasično cu  i gradijentno gu . 
Rješavanjem problema gradijentne elastičnosti na ovaj način, postiže se smanjenje 
stupnja izračuna potrebnih derivacija kako u samim diferencijalnim jednadžbama (7) i 
(8) tako i u pripadnim rubnim uvjetima za svaki problem [2]. Relacija (7) zapravo sada 
označava klasičnu jednadžbu problema elastičnosti koja se može preoblikovati u 
jednadžbu ravnoteže analognu (1), samo s uvrštenim Cauchyevim naprezanjem ij  
umjesto ij . Stoga jednadžbe (7) i (8) moraju zadovoljavati rubne uvjete propisane na 
vanjskoj granici   prikazanoj na slici 1, odnosno 
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Vrijedi da je c cu t     kod rješavanja klasičnog problema odnosno, 
g g
u t     
kod gradijentnog problema. Nadalje, granica cu  označava dio   sa zadanim 
klasičnim pomacima ciu , dok su na 
c
t  zadane površinske sile 
c
it . Analogno, na 
granici gu  zadani su gradijentni pomaci 
g
iu , dok su na 
g
t  zadani prirodni rubni uvjeti 
g
iR  gradijentnog problema.   
Pri rješavanju oba problema 2D kontinuum se diskretizira pomoću skupa čvorova 
1,2,...,I N , gdje je N  ukupni broj čvorova u području  . Prema mješovitom 
kolokacijskom postupku iz [1], nepoznate veličine polja klasičnog problema su  
komponente deformacija i pomaka. Sve nepoznate veličine aproksimirane su zasebno u 
području  , pri čemu se koriste iste aproksimacijske funkcije za sve komponente 
pomaka i deformacija. Stoga vrijedi  
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pripadne su čvorne vrijednosti za pomake i deformacije. Analogno tome, kod 
gradijentnog problema aproksimirane su komponente pomaka i gradijenta pomaka, 
odnosno 
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Za konstrukciju funkcija oblika koristi se metoda najmanjih pomičnih kvadrata 
(Moving Least Squares, MLS) [1] prema kojoj se funkcija oblika izračunava 




p    X X A X B X .                                (13) 
U spomenutoj aproksimaciji interpolacijska svojstva, postignuta su definiranjem 
težinske funkcije prema [4], čime je stvorena tkz. IMLS funkcija kojom je omogućeno 
izravno zadovoljavanje osnovnih rubnih uvjeta, kao u MKE. Diskretizacijom klasične 
jednadžbe zapisane preko polja deformacija korištenjem druge relacije u (11), dobiva 
se nerješivi sustav jednadžbi jer je ukupni broj nepoznatih čvornih deformacija veći od 
broja raspoloživih jednadžbi. Stoga je u svim čvorovima potrebno uvesti kinematičke 
relacije analogne relaciji (5) pomoću kojih je moguće izračunati čvorne deformacije ciˆj  
aproksimiranih pomaka (11). Eliminacijom čvornih deformacija ciˆj , dobiva se 
zatvoreni sustav linearnih algebarskih jednadžbi u kojima se kao nepoznanice javljaju 
samo čvorni pomaci cˆ
iu . Rješenja klasičnog sustava jednadžbi 
cˆ
iu  uvrštavaju se sada na 
desnu stranu gradijentne jednadžbe (8) i provodi se analogan mješoviti postupak 
diskretizacije. Pritom se prvo jednadžba diskretizira pomoću aproksimacije gradijenata 
pomaka, druge relacije u (12), te se zatvoreni i rješivi sustav jednadžbi dobiva 
primjenom kinematičkih relacija kojima se povezuju čvorne vrijednosti gradijenata 
pomaka 
g
iu  i aproksimiranih čvornih pomaka primjenom prvog izraza u (12). Na taj 
način dobiva se sustav jednadžbi u kojima su čvorne nepoznanice samo čvorni pomaci 
gˆ
iu . Primjenom adekvatnih kinematičkih relacija (5) i konstitutivne jednadžbe (2) 
mogu se izračunati sva ostala potrebna polja problema. 
 (11pt)  
3 NUMERIČKI PRIMJERI 
 
3.1 Osno opterećeni štap  
Štap jedinične površine, duljine 1L  , modula elastičnosti 1E   opterećen je silom 
1F   na desnom kraju. Na oba kraja štapa nametnuti su klasični i gradijentni rubni 
uvjeti prema slici 2. Rubni uvjet g AN u nametnut na desnom kraju gradijentnog 
problema izračunat je analitičkim rješavanjem cjelovitog problema gradijentne 
elastičnosti s nametnutim pripadnim rubnim uvjetima [6]. 
 
Sl. 2. Štap s rubnim uvjetima 
 
Na slikama 3 i 4 prikazane su raspodjela pomaka gxu  i deformacije 
g
x  po duljini štapa 
izračunate za različite vrijednosti mikrostrukturalnog parametra l  te su rješenja 
uspoređena s analitičkim rješenjima [6]. Štap je diskretiziran s 20 jednako razmaknutih 
čvorova dok su za konstrukciju funkcija oblika korištene IMLS aproksimacije prvog i 
drugog stupnja. 
 
       Sl. 3. Raspodjela pomaka g
xu        
 
         Sl. 4. Raspodjela deformacije g
x   
 
Na slikama 3 i 4 vidljivo je da se primjenom mješovitog pristupa i stupnjevane 
strategije rješavanja gradijentnog problema mogu točno opisati raspodjele pomaka i 
deformacija za proizvoljno odabranu vrijednost Aifantisovog parametra kao i 
proizvoljni stupanj IMLS aproksimacije. Također, potrebno je napomenuti da za 
vrijednost parametra 0l   numerički model točno reproducira klasično rješenje 
problema. 
 
3.2 Membrana opterećena linearnim površinskim opterećenjem  
Membrana jedinične debljine, visine 3H  , duljine 6L   opterećena je na desnom 
kraju linearnim opterećenjem u smjeru osi x . Svi korišteni klasični i gradijentni rubni 
uvjeti problema prikazani su na slici 5. Pritom su analitička rješenja zadana po lijevom 
rubu membrane kod klasičnog problema preuzeta iz rješenja dobivenog jednadžbama 
teorije elastičnosti. 
 
Sl. 5. Membrana s rubnim uvjetima 
 
 
       Sl. 6. Raspodjela pomaka 
g
yu        
 
         Sl. 7. Raspodjela deformacije 
g
y   
 
Konstante elastičnosti membrane jednake su 1E   i 0.25  . Membrana je 
diskretizirana s jednoliko razmaknutim čvorovima u oba smjera. Pritom je korištena 
diskretizacija s 91-im čvorom. S obzirom da su ovdje funkcije koje opisuju točnu 
raspodjelu klasičnog pomaka po membrani polinomi drugog stupnja, za analizu su 
korištene samo bezmrežne aproksimacijske funkcije drugog stupnja. Na slikama 6 i 7 
prikazane su raspodjele pomaka gyu  i deformacije 
g
y  u smjeru x duž koordinate 1y  . 
Sa dijagrama prikazanih na slikama može se zaključiti da za nultu vrijednost 
mikrostrukturalnog parametra numerički model točno opisuje klasično rješenje 
problema. Također vidljivo je da primjena gradijente teorije omogućava efekt 
zaglađivanja polja deformacija što može biti velika prednost ukoliko u modelu postoji 




Bezmrežne metode korištene za modeliranje deformiranja materijala primjenom 
gradijentnih teorija većinom se oslanjanju na korištenje visokog kontinuiteta funkcija 
oblika koji se lako postiže kod tih numeričkih metoda. Pritom je i dalje potrebno 
izračunavati visoke derivacije funkcija oblika što povećava računalne troškove. U 
prikazanoj bezmrežnoj mješovitoj metodi koja se temelji na stupnjevanom rješavanju 
diferencijalnih jednadžbi drugog reda funkcije moraju posjedovati samo C1 kontinuitet 
čime se direktno povećava numerička točnost. Odnosno, za sklapanje čvornih matrica 
krutosti kod obje sastavne jednadžbe problema potrebno je izračunavati samo prve 
derivacije funkcija oblika. Analizom numeričkih primjera može se zaključiti da metoda 
opisuje fizikalno točan odziv konstrukcija. U daljnjim radovima metoda će biti 
primijenjena na modeliranje deformiranja heterogenih materijala. 
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